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. . . B . hnet man namlich die Snbdeterminanten hiervon mit notwendig. ezeic 
R bestehen die Gleichnngen 11,!., so 

f o3lg0 0
3
~=(-l)x+1-+1.16.Rx+1l+l 

(A I) aux on3-X • on}. ou;-1· , 
\ I 

2 = (-l)x+l+1.16 .R,+1,x+l, 

l d R l tion (A) entsprechend angesehen werden miissen. 
welche a s er e a 1 . •· · h h da- 

Die Uebersichtlichkeit der Differentialgleichnngen lasst sic noc 
durch bedentend vermehren, dass man sie mit Hulfe der vollkommen be- 
liebigen Variabeln v und w znsammenfasst: 
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oalg0 2 as1gtJ 3v• o3lg0 + o'lg}'J) 

(Ala) Tl"S' V3•~+3v. on2on + on,on; Ol12 
cu 1 2 a 0) 
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03Jg0 I 2 03Jg0 3W• 03Jg0 + ~ = 

. w3· ~ +3w . Ol120ll + onion; Ol12 
ul11 I 2 2 _y3 

3v 3v, , o, 1, - , a21g0 a21g0 
3B 3C+½· ~' D+½· on OU 1, A, ' lll I 2 

a21 o a21g0 ' a21g0 
9C-~' 9D-½· ~' 3E+2· ~ -3w, 3B, c)u2 un1 n2 2 

.'.:121 o a~1g o a21g o 3F 
u g 9D 1. - 9E- ~, 

3w', 3C+½· ~' -2 on on' ull2 uU1 l 2 
a21 o a21g0 G 

_ ws, D+ 1. _L, 3E+½· ~' 3F, 2 on,on2 ul12 
Dazu kommt noch die bemerkenswerte Differentialgleichnng: 

R = O, 
. l bei den elliptischen Functionen nicbt bestebt. 

zn welcber eme ana oge .. . . artiellen Ableitungen der 
Die Differentialgleichungen fur. die __ vierten p . . Variable w zu 

Tbetafunctionen will ich sogleich mit Hulfe der bebeb1gen 

sammenfassen. Dadurch erhalte ich: '.:I< 1 0 a• lg 0 
a•1 o a•1g0 u g +- 

w4, o'lg0 +4wa, '.:I a~ +6w2, ou2au2 +4w· ou,ou; on! 
on~ uni u2 i ; )2 
( 

021go a21g0 a 1g0 
(BI) - -6. w2•~+2w• on on +aur- 

oul 1 2 Q2J 0 ) 

( 
a21g0 -2f (w)• a21gO +f2/w)· + +24(f,f),, 

-12 f11(w)• on~ 12 ot1iou2 u2 

eine Gleichung, die (B) entspricht. d 
Die Gleichungen (Al), (Ala) und (Bl) gelten fiir alle geraden un 

ungeraden Thetafunctionen. dass ich diese Differential- 
Zuro Schlusse mbchte ich noch bemerken, 

abgeleitet babe. 

Ueber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre. 
Von 

Georg Cantor (Halle a. S.). 
In dem Aufsatze, betitelt: Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffs aller 

reellen algebraischen Zahlen (Journ. fiir Math. Bd. 77, S. 258), findet sich 
wohl zum ersten Male ein Beweis fiir den Satz, dass es unendliche 
Mannigfaltigkeiten giebt, die sich nicht gegenseitig eindeutig auf die Ge 
samtheit aller endliclien ganzen Zahlen 1, 2, 3, ... , v, . . . beziehen 
lassen, oder, wie ich mich auszudriicken pflege, die nicht die Machtigkeit 
der Zahlenreihe 1, 2, 3, ... , v, ... haben. Aus dem in § 2 Bewiesenen 
folgt namlich ohne weiteres, dass beispielsweise die Gesamtheit aller reellen 
Zahlen eines beliebigen Intervalles (a. ... ~) sich nicht in der Reihenform: 

vorstellen lasst. 
Es Iasst sich aber von jenem Satze ein viel einfacherer Beweis liefern, 

der unabhangig von der Betrachtnng der Irrationalzahlen ist. 
Sind namlich Iil und w irgend zwei einander ausschliessende Charak 

tere, so betrachten wir einen Inbegriff M von Elem en ten; 
E = (x" x2, ••• , x., .. .)1 
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C d. t X • . • abhangen, welche von unendlich vielen oor ma en x,, x2, • • •, v, 
d · t M sei die Gesamtheit wo jede dieser Coordinaten entweder m o er w is . 

aller Elemente E. 
Zn den Elementen von M gehoren beispielsweise die folgenden drei: 

El = (m,m,m,m, ), 
Ell = (w, w, w, w, ), 
EIII = (m, w, m, w, ). 

dass eine solche Mannigfaltigkeit M nicht die Machtig- 

G. Cantor. 77 

Ich behaupte nun, 
keit der Reihe 1, 2, • • •, v, · · · hat. 

Dies geht ans folgendem Satze hervor: . . 
E E E ... irgend eine einfach unendliche Reihe von 

"1st 1' ;, ••• ' " . t E ' M 
Elementen der Mannigfaltigkeit M, so giebt es stets 0111 Elemen O 'on , 

welches mit keinem E,, iibereinstimmt." 
Znm Beweise sei: 

E, = (a1,1, a1,2, , a1,v, · .. ), 
E2 = (a~3.1, a:!,2, , a2,11, ••• ), 

Eµ = (a,u,b a,u.'.l, ... , aµ,v, ... ). 

. . d Es werde nun eine Hier sind die a,u,v in bestimmter Weise m o er w. . 

R 'h b b b so definirt dass b,, auch nur gleich m oder w e1 e 1, 2, • • •, JI' · · ·, ' 
und von a,,,, verschieden sei. . 

d t w so ist b,, = m. Ist also a, v = m, so ist b, = w, un IS a,,,,,= , 
Betrachte~ wir alsdann das Element: 

E0 = (b,, b2, b3, ... ) 
von M so sieht man ohne weiteres, dass die Gleichung: 

' E = Eu 
0 ' 

fur keinen positiven ganzzahligen Wert von fl, erfiillt sein kann, da sonst 
fiir das betreffende fl, und fiir alle ganzzahligen W erte von Y: 

b; = a,u,v, 
also auch im besondern: 

bµ = a,u,µ 
hi · t Aus diesem ware, was durch die Definition von b,, ausgesc ossen is . 

Satze folgt unmittelbar dass die Gesamtheit aller Elemente von M sic!1 
' E bringen Iasst da wir nicht in die Reihenform: E1, E2, · · ·' " · · · ' 

1 
El 

sonst vor elem Widerspruch stehen wiirden, class ein Ding Eo sowoh e- 

ment von M, wie auch nicht Element von M ware. . . 
Dieser Beweis erscheint nicht nur wegen seiner grossen Einfachheit, 

sondern namentlich auch aus dem Grunde bemerkenswert, weil das darin 
befolgte Princip sich ohne weiteres auf den allgemeinen Satz ausdehnen 
lasst, dass die Machtigkeiten wohldefinirter Mannigfaltigkeiten kein Maxi 
mum haben oder, was dasselbe ist, dass jeder gegebenen Mannigfaltig 
keit L eine andere M an die Seite gestellt werden kann, welche von 
starkerer Machtigkeit ist als L. 

Sei beispielsweise L ein Linearcontinuum, etwa der Inbegriff aller 
reellen Zahlgrossen z, die > 0 und < 1 sind. 

Man verstehe unter 1\1 den Inbegriff aller eindeutigen Functionen f(x), 
welche nur die beiden Werte O oder 1 annehmen, wahrend x alle reellen 
Werte, die > 0 und < 1 sind, durchlauft, 

Dass M keine kleinere l\fachtigkeit hat als L, folgt daraus, <lass sich 
Teilmengen von M angeben lassen , welche diesel be llfachtigkeit haben, 
wie L, z. B. die Teilmenge, welche aus allen Functionen von x besteht, 
die fiir einen einzigen Wert x0 von x den Wert 1, fiir alle andern Werte 
von x den Wert O haben. 

Es hat aber auch M nicht gleiche Machtigkeit mit L, da sich sonst 
die Mannigfa.ltigkeit M in gegenseitig eindeutige Beziehung zu der Veran 
derlichen z bringen liesse, und es konnte M in der Form einer eindeu 
tigen Function der beiden Veranderlichen x und z: 

qi (x, z) 
gedacht werden, so <lass <lurch jede Specialisirung von z ein Element 
f(x) = qi(x, z) von M erhalten wird und auch umgekehrt jedes Element 
f(x) von M aus qi(x, z) <lurch eine einzige bestimmte Specialisirung von z 
hervorgeht. Dies fiihrt aber zu einem Widerspruch. Denn versteht man 
unter g(x) diejenige eindeutige Function von x, welche nur die Werte 
0 oder 1 annimmt und fiir jeden Wert von x von qi(x, x) verschieden 
ist, so ist einerseits g(x) eiu Element von M, andererseits kann g(x) 
durch keine Specialisirung z = z0 aus qi(x, z) hervorgehen, weil qi(z

0
, z

0
) 

von g ( z0) verschieden ist. 

Ist somit die Machtigkeit von M weder kleiner noch gleich derjenigen 
von L, so folgt, class sie grosser ist als die Machtigkeit von L. (V gl. 
Crelle's Journal, Bd. 84 S. 242.) 

Ich habe bereits in den ,, Grundlagen einer allgerneinen Mannigfaltig 
keitslehre" (Leipzig 1883; Math. Annalen Bd. 21) <lurch ganz andere 
Hulfsmittel gezeigt, dass die l\fachtigkeiten kein Maximum haben; dort 
wurde sogar bewiesen, dass der In begriff all er Machtigkeiten, wenn wir 
letztere ihrer Grosse nach geordnet denken, eine ,, wohlgeordnete l\fenge" 
bildet, so <lass es in der Natur zu jeder Machtigkeit eine nachst grossere 
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giebt, aber auch auf jede ohne Ende steigende Menge von Miichtigkeiten 
eine nachst grossere folgt. 

Die ,,Machtigkeiten" repriisentiren die einzige und notwendige Ver 
allgemeinerung der end lichen ,, Cardinalzahlen", sie sind nichts anderes 
als die actual-unendlich-grossen Cardinalzahlen, und es kommt ihnen die 
selbe Realitat und Bestimmtheit zu, wie jenen; nur dass die gesetzmassi 
gen Beziehungen unter ihnen, die auf sie beziigliche ,,Zahlentheorie" zum 
Tei! eine andersartige ist, wie im Gebiete des Endlichen. 

Die weitere Erschliessung dieses Feldes ist Aufgabe der Zukunft. 
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