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notwendig. Bezeichnet man nimlich die Subdeterminanten hiervon mit
R, so bestehen die Gleichungen
. aalg?_‘ . —gj%y—f*? — (__1)z+2+1. 16 .Bypuien |
3—x  Qu*.Ouj "
(AT) Ou* Ou LGty N (__1)x+1+1 168 Raps ity
welche als der Relation A) entsprechend angesehen werden' miissen.
Die Uebersichtlichkeit der Differentialgleichungen ldsst sich noch da-
durch . bedeutend vermehren, dass man sie mit Hiilfe der vollkommen be-
liebigen Variabeln v und w zusammenfasst:
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0%lg0 , 0°%lgh _ 0°lg i
(Ala) s (Vz' oud e auf8u2+3v Ou,0u; ouj
510 %1g0 o0 . 0'gh ) _ -
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1, A, 3B, 3C+3- au-;; ) 03 aulal;; \
0’lg
R 3. 0%1g0 L
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Dazu kommt noch die bemerkenswerte Differentialgleichung:
g i icht besteht
zu welcher eine analoge bei den elliptischen Fun?tlonen nlw.t ! del.‘
Die Differentialgleichungen fir die vierten par.tlel.len Ab e‘1 Ll;lgw .
Thetafunctionen will ich sogleich mit Hiilfe der beliebigen Variable

Dadurch erhalte ich:

sammenfassen. e il
+1g0 0'lg0 ' 0*lg
bk 8:’91g40 AT Suagau S 8uﬁ8u§+4w 8u18u§+ Ouj
u " A
v, o0, 0%Ig0 a‘lgﬁ)"’
B 1= ——6.(w- o Py TR T

?1g 0
O%lgb 0%1g6 .8 g )+24(f7f)“
——12(1’“(w)- afz __Qf”(w).aulau? +f22(w) 811;

: . ‘cht.
ine Gleichung, die (B) entsprich i ]
. Die Gleic;mngen (AT), (Ala) und (BI) gelten fiir alle geraden un

ungeraden Thetafunctionen.
Zum Schlusse mochte ich noch bemerken,

dass ich diese Differential-
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gleichungen aus den Relationen:
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abgeleitet habe.

Ueber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre.
Von
Georg Cantor (Halle a. S.).

In dem Aufsatze, betitelt: Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffs aller
reellen algebraischen Zahlen (Journ. fiir Math. Bd. 77, 8. 258), findet sich
wohl zum ersten Male ein Beweis fiir den Satz, dass es unendliche
Mannigfaltigkeiten giebt, die sich nicht gegenseitig eindeutig auf die Ge-
samtheit aller endlichen ganzen Zahlen 1, 2, 3, ..., v, ... beziehen
lassen, oder, wie ich mich auszudriicken pflege, die nicht die Machtigkeit
der Zahlenreihe 1, 2, 3, ..., v, ... haben. Aus dem in § 2 Bewiesenen
folgt namlich ohne weiteres, dass beispielsweise die Gesamtheit aller reellen
Zahlen eines beliebigen Intervalles (a...B) sich nicht in der Reihenform:

W, Wy, ..., O,
vorstellen ldsst.

Es ldsst sich aber von jenem Satze ein viel einfacherer Beweis liefern,
der unabhingig von der Betrachtung der Irrationalzahlen ist.

Sind nédmlich m und w irgend zwei einander ausschliessende Charak-
tere, so betrachten wir einen Inbegriff M von Elementen;

B == iy, By -vagBpsne
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- - : B e
welehe von unendlich vielen Coordinaten X, X,, ..., X,, ... abhingen,

wo jede dieser Coordinaten entweder m oder w ist. M sei die Gesamtheit

aller Elemente E. ‘ . ‘ )
Zu den Elementen von M gehtren beispielsweise die folgenden drei:

El = (m,m,m,m,...),
Bl = (W, w,W,W,...),
EM — (m, w,m, W, ...).

Ich behaupte nun, dass eine solche Mannigfaltigkeit M nicht die Machtig-

keit der Reihe 1, 2, ..., v, ... hat.
i hervor:
Dies geht aus folgendem Satze . :
irg ine ei : he von
»lst B, B, , B,, ... irgend eine cinfach unendliche Reih

Elementen der Mannigfaltigkeit M, so giebt es stets ein Element E, von M,
welches mit keinem E, iibereinstimmt.®

Zum Beweise sei:

E] = (3.1‘1,3.1,‘_',...,a,l’,,,...),
E2 = (32«1732,27 ceey A2y, )7
B, — (1> B2y 5 By i )b

Hier sind die a,, in bestimmter Weise m oder w. Es We'rde nund eine
Reihe by by, o o5 by oy 80 definirt, dass b, auch nur gleich m oder w
verschieden sei.
o Z;)trlalzts:;ya,,’,, =m, so ist b, =w, und ist a,, =W, 80 15t by, =ims
Betrachten wir alsdann das Element:
E, = (b, by, b, )
von M, so sieht man ohne weiteres, dass die Gleichung:
E, = E,
fiir keinen positiven ganzzahligen Wert von . erfilllt sein kann, da sonst
fiir das betreffende p und fiir alle ganzzahligen Werte von v:
b, = au,

also auch im besondern:

by = auu '
wire, was durch die Definition von b, ausgeschlossen ist. Aus Q1es?r;1
Satze folgt unmittelbar, dass die Gesamtheit aller Elemente von M sich
nicht in die Reihenform: E,, E,, ..., K, < '
sonst vor dem Widerspruch stehen wiirden, dass ein Ding E, sowohl Ele
ment von M, wie auch nicht Element von M wire. ] -
Dieser Beweis erscheint nicht nur wegen seiner grossen Einfachheit,

bringen ldsst, da wir
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sondern namentlich auch aus dem Grunde bemerkenswert, weil das darin
befolgte Princip sich ohne weiteres auf den allgemeinen Satz ausdehnen
lisst, dass die Méachtigkeiten wohldefinirter Mannigfaltigkeiten kein Maxi-
mum haben oder, was dasselbe ist, dass jeder gegebenen Mannigfaltig-
keit L eine andere M an die Seite gestellt werden kann, welche von
stirkerer Michtigkeit ist als L.

Sei beispielsweise L ein Linearcontinuum, etwa der Inbegriff aller
reellen Zahlgrossen z, die = 0 und < 1 sind.

Man verstehe unter M den Inbegriff aller eindeutigen Functionen f(x),
welche nur die beiden Werte 0 oder 1 annehmen, wihrend x alle reellen
Werte, die = 0 und = 1 sind, durchliuft.

Dass M keine kleinere Michtigkeit hat als L, folgt daraus, dass sich
Teilmengen von M angeben lassen, welche dieselbe Méchtigkeit haben,
wie L, z. B. die Teilmenge, welche aus allen Functionen von x besteht,
die fiir einen einzigen Wert X, von x den Wert 1, fiir alle andern Werte
von x den Wert O haben.

Es hat aber auch M nicht gleiche Michtigkeit mit L, da sich sonst
die Mannigfaltigkeit M in gegenseitig eindeutige Bezichung zu der Verin-
derlichen z bringen liesse, und es konnte M in der Form einer eindeu-
tigen Function der beiden Verinderlichen x und z:

¢ (%, 2)

gedacht werden, so dass durch jede Specialisirung von z ein Element
f(x) = (x,z) von M erhalten wird und auch umgekehrt jedes Element
f(x) von M aus ¢(x,z) durch eine einzige bestimmte Specialisirung von z
hervorgeht. Dies fiihrt aber zu einem Widerspruch. Denn versteht man
unter g(x) diejenige eindeutige Function von x, welche nur die Werte
0 oder 1 annimmt und fir jeden Wert von x von o(x, x) verschieden
ist, so ist einerseits g(x) ein Element von M, andererseits kann g(x)
durch keine Specialisirung z =z, aus ®(x, z) hervorgehen, weil ? (2 2,)
von g(z,) verschieden ist.

Ist somit die Michtigkeit von M weder kleiner noch gleich derjenigen
von L, so folgt, dass sie grosser ist als die Michtigkeit von L. (Vgl.
Crelle’s Journal, Bd. 84 S. 242.)

Ich habe bereits in den »Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltig-
keitslehre“ (Leipzig 1883; Math. Annalen Bd. 21) durch ganz andere
Hiilfsmittel gezeigt, dass die Michtigkeiten kein Maximum haben; dort
wurde sogar bewiesen, dass der Inbegriff aller Michtigkeiten, wenn wir
letztere ihrer Grisse nach geordnet denken, eine ,wohlgeordnete Menge“
bildet, so dass es in der Natur zu jeder Michtigkeit eine niichst grissere
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giebt, aber auch auf jede ohne Ende steigende Menge von Michtigkeiten
eine nichst grossere folgt.

Die ,Michtigkeiten“ représentiren die einzige und notwendige Ver-
allgemeinerung der endlichen ,Cardinalzahlen“, sie sind nichts anderes
als die actual-unendlich-grossen Cardinalzahlen, und es kommt ihnen die-
selbe Realitit und Bestimmtheit zu, wie jenen; nur dass die gesetzmissi-
gen Bezichungen unter ihnen, die auf sie beziigliche ,Zahlentheorie® zum
Teil eine andersartige ist, wie im Gebiete des Endlichen.

Die weitere Erschliessung dieses Feldes ist Aufgabe der Zukunft.

Bericht

tiber den
gegenwirtigen Stand der Invariantentheorie
von

Professor Dr. Franz Meyer
a. d. Kénigl. Berg-Akademie Clausthal.






